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INTRODUCCION

e analiza la solucion por elementos finitos de la ecuacion Au = f; donde A es un operador

lineal y acotado, fes una fuente estocastica y u es el campo aleatorio solucién del problema.

El enfoque mas simple para abordar esta ecuacion esta dado por una simulacién Monte

u : u i} u : 1

Carlo (MC), en la que se genera un gran namero M de muestras f; del campo aleatorio, a

partir de las cuales se resuelve la ecuacion, obteniendo una muestra de la solucion {ul.=A'1 f/’
Jj=1,...,M}. Los momentos estadisticos de la solucién u son aproximados por los momentos estadisticos
del conjunto {u/.}. En general, este método asegura una convergencia de orden O(M-?) para el primer
momento y peores tasas para momentos superiores, como por ejemplo, la covarianza.
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El enfoque de este trabajo, introducido en [1] para el operador laplaciano, es utilizar la linealidad
de la ecuacion Au = f, para obtener una ecuacion diferencial parcial determinista para el k-ésimo
momento de la solucién. Se ha mostrado en [2], [3] que el resultado de la ecuacion determinista para
momentos de orden mayor puede ser aproximado por elementos finitos con complejidad comparable al
problema del primer momento, mediante productos tensoriales no-densos, cuando es posible construir
una base jerarquica. Desde este enfoque, se contemplan dos formulaciones para el método de Galer-
kin que difieren en el espacio de prueba utilizado.

Se aplicara esta metodologia a la solucién numérica del problema de Dirichlet para la ecuacion
de Laplace con una fuente estocastica. Para ello, se introducira una base jerarquica de wavelets, a par-
tir de la cual se considerara el producto tensorial no-denso de los espacios de prueba, para obtener la
formulacién de Galerkin.

METODOLOGIA

La resolucion de la Ecuacion (1) se realizé mediante tres metodologias basadas en la formulacion
de Galerkin para elementos finitos. En primer lugar, se hizo uso del método Galerkin-Monte Carlo
(GMC), presentandose la cota de convergencia encontrada en [4]. Esta cota de convergencia y la
aproximacién computable por métodos numéricos utilizada en este trabajo pueden verse en detalle en
las Ecuaciones (2) y (3), respectivamente.

En seguida, se resuelve (1) mediante el método de Galerkin Determinista (GD). Para ello, se tuvo
en cuenta la version tensorial de la Ecuacién (1), para la posterior aplicaciéon del operador esperanza.
La linealidad de los operadores permitié obtener la ecuaciéon (4), que debe resolverse sobre el espacio
funcional del producto tensorial. En particular, se emple6 este método para abordar la resoluciéon de los
casos particulares asociados al primer y segundo momento de la solucion, esto es, considerar k = 1,2 en
la Ecuacion (1), para obtener las Ecuaciones (5) y (6). Este procedimiento es aplicado en dos versiones
para la resolucion de (6), a saber, con su formulacién tensorial completa y una formulacién tensorial
no densa.

La soluciéon al problema planteado en (1) se encuentra en el Espacio de Sobolev H}(D), donde
D corresponde al dominio de la solucién. Al plantear un subespacio de dimension N finita dado por, V§ c H}
adopta su base estandar dada por las funciones triangulares o sombrero. Dado que la ecuacién (6) corresponde
ala version tensorial de (1), debe buscarse una solucion en el espacio producto de  Hg(D) ® Hg(D) . La aplicacion
del método de Elementos Finitos requiere la construccién de un subespacio de dimension finita. La formula-
ci6n tensorial completa consiste en considerar el subespacioVy & V4, cuya dimension es N2. De esta forma, la
formulacion tensorial completa de Galerkin consiste en encontrar:

ueV?@Vy: b(uv)=Ilv) YveVi Vi,

donde b(-,") y I(*) estan dados por las Ecuaciones (9) y (10). Por otro lado, la formulacion tensorial no-densa
consiste en la implementacién de una base sparse o no-densa. Considerando una familia de espacios vecto-
riales v? yw? tales que

Voc.-cV?c--cHyD) 'y VP=vP . ®&wp, 1=12,..

puede definirse el espacio tensorial no-denso VA®V% como se muestra en (11). Este espacio tiene di-
mensién Nlog(N) y la formulacion tensorial no densa de Galerkin requiere encontrar:

u€eViQUL: b(u,v)=Ilw) VYveVIQVL

En particular, se determina una base para el espacio V4 dada por wavelets lineales por tramos, a partir
de la cual se construye una base del espacio producto de funciones de prueba (véase [6]).

Una vez introducida la teoria asociada a los tres enfoques de resolucion del problema, se programé un algo-
ritmo en MATLAB para el computo de los dos primeros momentos de la solucién, a través de un procesador
Intel Core 13. Se consideraron como mnput del algoritmo, el nimero de iteraciones de la simulacion MC, el
numero de grados de libertad del problema y los datos asociados a la fuente estocastica.

RESULTADOS Y DISCUSION

Se estudiaron las soluciones numéricas obtenidas y las tasas de convergencia de las tres metodologias
utilizadas. La resolucion del problema se realizé en un dominio D = [0,1] ¢ R, y para un campo aleatorio

! Ecuaciones presentadas en el cuadro de principio cientifico
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de distribucion conocida, dada por las ecuaciones (7) y (8). Las soluciones se presentan para 10.000
realizaciones de la simulacion MC y 100 grados de libertad.

La Figura 1 muestra la comparacion entre la solucién por el método GMC y la solucién analitica de
(5), esto es, para el primer momento estadistico de la solucién. En forma andloga, la Figura 2 muestra
resultados bajo la misma configuracion para la Ecuacion (6), que alude al segundo momento estadistico
de la soluciéon. Puede verse que existe un error considerable en ambos casos, debido a que el método de
Monte Carlo presenta una convergencia relativamente lenta. En particular, la convergencia del error
puede apreciarse en la Figura 3, en que se compara la tasa de convergencia obtenida para el método
GMC con su tasa de convergencia teérica, obtenida a partir de [4]. La cota de convergencia presentada
en (3) es alcanzada. Puede notarse que para mejorar en un orden de magnitud el error, es necesario
aumentar en dos érdenes de magnitud el nimero de grados de libertad, y que atn para 10.000 grados
de libertad el error es considerable.
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Figura 1. Aproximacion de Mu por metodo Galerkin- monte Carlo con f (x,w)=x exp (¢(w)).
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Figura 2. Aproximacion de My por metodo Galerkin- monte Carlo con f (x,w)=x exp (e(w)).
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Figura 3. Error en L? de la aproximaciéon por el método Galerkin-Monte Carlo.

Los siguientes resultados aluden al método GD. Las Figuras 4 y 5 muestran los resultados para este
método, en comparacion con la solucién analitica de (5) y (6), respectivamente. Ademas, se muestra la
solucion obtenida por el método GMC, dando cuenta de la superioridad de su analogo GD. En am-
bos casos puede verse que la conclusion obtenida por el método GD calza con la resolucién analitica,
apreciandose que el error de aproximacion es sustancialmente menor al obtenido con el procedimiento
anterior. La Figura 6 muestra una comparacion de los 6rdenes de convergencia de ambos caminos
para la aproximacion de la solucion de (5). El método GD presenta un error de aproximacion sustan-
cialmente mas pequeiio que el método GMC, siendo del orden de 107 para 1.000 grados de libertad.
Ademas, puede verse que la tasa de convergencia del método GD es 0(N-?), presentando una mejoria
considerable por sobre el GMC.
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Figura 4. Resultado para Mu para el método determinista de Garlekin con f (x,w)=x exp (e(w)).
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Figura 5. Resultado para M°u para el método determinista de Garlekin con f(x,w)=x exp (e(w)).
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Figura 6. Error en L’ de la aproximacion del método determinista de Garlekin para Mu.

Finalmente, se comparan las dos versiones del método GD, dadas por las formulaciones tensorial
completa y tensorial no-densa. La Figura 7 describe los érdenes de convergencia del error de aproxi-
macion de la Ecuacién (6) para ambos métodos. El método con aproximacion por una base tensorial
no-densa presenta una mayor tasa de convergencia, tendiendo a 0(N-'®) , mientras que el procedi-
miento clasico de base tensorial completa presenta una tasa de convergencia O(N-). Esto demuestra
graficamente la ventaja comparativa entre estas dos modalidades.
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Figura 7. Error en L’ de la aproximacién de M’y usando aproximacion tensorial no-densa (GTND) y el método clésico con tensorizacién completa (GTC).
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se abordé la resolucién numérica de los momentos k-ésimos de la soluciéon u
asociada a la ecuacion Au = f, donde A es un operador eliptico y f es una fuente estocastica. Se plantea-
ron tres metodologias de Galerkin para la resolucion del problema de Dirichlet asociado a esta ecuacién
mediante elementos finitos, y se comparoé su desempeiio en el caso d = 1 para un campo aleatorio de
distribucién conocida a través de experimentos numéricos.

Se mtrodujo el método de aproximacion no-densa a través de los sparse tensor products o productos
tensoriales no-densos o dispersos para la computacién de momentos de orden mayor a u,, que resultan
de resolver (4). Este procedimiento permite obtener un nivel de complejidad 0(N, (log N,)*~1), donde N,
es la dimension de una base jerarquica adecuada. Esta complejidad es inferior a la del método tensorial
de Galerkin para elementos finitos usual, que corresponde a N Se presentd una base jerarquica de wavelets
lineales por tramos, con el fin de implementar el método de productos tensoriales no-densos sobre el
problema del segundo momento.

Se encontré que la formulacion tensorial no-densa de Galerkin presenta una mejora considerable
respecto de la formulacién tensorial completa en la resolucion de la Ecuacion (6), presentando un orden
de convergencia que se estabiliza cercano a 0(N~*%) mientras que el algoritmo usual de base tensorial
completa presenta una tasa de convergencia de 0(N-1) .La evidencia encontrada, junto a la teoria pre-
sentada [4], indica que el comportamiento lineal logaritmico de la complejidad del problema debiese
generar mejoras aiin mas impactantes en la convergencia de la solucion numérica para el problema de
momentos superiores, es decir, k > 2 en la Ecuacion (4).

PRINCIPIO CIENTIFICO UTILIZADO

Muchos fenémenos naturales y sociales pueden ser modelados por ecuaciones diferenciales parciales, con
fuentes o parametros estocasticos. Como la resolucién analftica de dichos problemas es imposible, el uso de
algoritmos numeéricos implementados en computadores es una obligacién. El método de Montecarlo converge
muy lentamente comparado con la formulacién determinista en elementos finitos, sin embargo, la formulacion
directa de este Ultimo requiere de un nimero de variables exponencialmente creciente. El GD disperso permite
describir soluciones en espacios productos tensoriales, por medio de la generacion de bases definidas en todo el
espacio producto, ahorrando una inmensa cantidad de grados de libertad para la misma precision demandada.

Ecuaciones:

Au=f (1)
1
[E% o — dul| |, < e~ (e jull,. (2)

S — MFu
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R I L e

JsNmc

AP M u = M*f (4
AEu = Ef (5)

AQAEu(xu®) =E(f®f®) 6)
f(x, w) = xe5@ (7)
e~N(0,1) (8

b(u,v) = f VuVvdx (8)

DRD
Iw)= | fvdx (10)
DRD
VRV = ®Wﬁ®w;’2 (1)

1sly+1psN
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GLOSARIO

1. Método de elementos finitos: Es un método numérico resultante de la discretizacién por medio de
bases locales soportadas de la formulacion variacional de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

2. Simulacién Monte Carlo: Método no deterministico usado para aproximar expresiones matematicas
complejas, posibilitando la realizacion de experimentos con muestreos de nimeros pseudoaleatorios en la
computadora.

3. Método de Galerkin: Método para convertir un problema asociado a un operador continuo, en un
problema discreto.

4. Problema de Dirichlet: Hallar una funcién, que sea la solucién de una ecuacion diferencial parcial,
determinada en el interior de un dominio, que tome valores prescritos en el contorno de dicho dominio.

5. Espacio de Sébolev: Es un tipo de espacio vectorial funcional tal que la funcién y sus derivadas hasta
cierto orden tienen norma tipo Lp finita.

6. Momento k-ésimo: Momento estadistico de orden & de una variable aleatoria u. Se denota por Mu. En
caso k igual a uno, tenemos la esperanza.

7. Producto tensorial VQV : es el espacio producto cartesiano VxV cocientado por cuatro relaciones de
equivalencia.

8. MC: Monte Carlo.

9. GD: Galerkin Determinista.

10. GMC: Galerkin-Monte Carlo.
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